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e Prefacio 


Todo matemático habrá sin duda experimentado cómo su respuesta a una 
pregunta de un no matemático sobre la naturaleza de su oficio tiene la 
virtud de detener la conversación. Para un lógico en compañía de 
otros matemáticos, el admitir su interrogación es dar lugar a análogas 
miradas en blanco, admisiones de ignorancia y un cambio del tópico 
de la conversación. La brecha entre los matemáticos y el público es 
una dificultad que siempre existirá (pese a que no debería perderse nin- 
guna oportunidad de estrecharla), pero la brecha entre los lógicos y los 
otrosmatemáticos es, en mi opinión, innecesaria. Este libro es un in- 
tento de llenar el vacio proporcionando una introducción a la lógica 
para matemáticos que no aspiren necesariamente a convertirse en ló- 
gicos. ¡ 

La lógica matemática se enseña actualmente en muchas universida- 
des como parte de un curso de licenciatura en matemáticas o informá- 
tica, y la materia es ya suficientemente coherente como para tener un 
cuerpo standard de temas fundamentales que deben incluirse en un pri- 
mer curso introductorio. Este libro pretende ser un libro de texto para 
un tal curso, pero también pretende ser algo más: ser un libro, más 
bien que un mero libro de texto. El material se ha presentado delibera- 
damente de una manera directa, en razón de sí mismo, sin sesgos par- 
ticulares hacia ningún aspecto, aplicación o desarrollo de la materia. 
Al mismo tiempo, se ha procurado situar el tema en el contexto de las 
matemáticas en su conjunto, y hacer énfasis en la relevancia de la lógi- 
ca para el matemático. 

El libro se ha diseñado de manera que sea accesible a cualquiera 
que disponga de una minima base matemática, desde el estudiante de 
primer curso hasta el matemático profesional que quiere o tiene que 
hacerse una idea de lo que es la lógica matemática. Se supone una 
cierta familiaridad con el álgebra y la teoría de números elementales, y 
puesto que las'ideas de conjunto numerable y no numerable son fun- 
damentales, hay un apéndice en el que se describen las propiedades 


necesarias. 


El material del libro se ha desarrollado a partir del presentado en 
dos cursos separados de dieciséis clases, impartidos en la Universidad 
de Stirling a estudiantes de los cursos tercero y cuarto dé la licenciatu- 
ra. El primero de estos cursos cubría los capítulos 1 a 4, junto con 
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algo del capítulo 5, y el segundo era un curso optativo más avanzado. 


que cubría el resto. El capítulo 6 es el más dificil del libro, pero la 
importancia del Teorema de Incompletitud de Gúdel es tal que las 
ideas que subyacen a su demostración habían de hacerse figurar en un 


libro como éste. Las demostraciones detalladas pueden omitirse en una . 


primera lectura, puesto que el material del capítulo 7 no depende de 
ellas. 

El alcance de este libro es más limitado que el de otras introduc- 
ciones standard a la materia. En particular, la teoría de modelos y la 
teoría axiomática de conjuntos sólo se tocan de refilón.- Por ello, referi- 
mos al lector interesado a la lista de títulos del final del libro para 
ulteriores lecturas. Algunos de estos títulos se citan expresamente en el 
libro (por el nombre del autor) y, en general, cubren la mayoría de las 
áreas de la lógica matemática y tratan con mayor profundidad los tó- 
picos de este "libro. 

Hay ejercicios al final de cada sección. En general, los ejemplos ru- 
tinarios preceden a los que exigen mayor esfuerzo, pero todos los 
ejemplos pretenden ser aplicaciones directas del material.de la corres- 
pondiente sección. Su propósito es clarificar-y consolidar-la materia, 
no extenderla. Al final del libro se proporcionan sugerencias o solucio- 
nes de muchos de los ejercicios. 

Los símbolos en el libro son, en la medida de lo posible, standard 
(lo mismo que la terminología). No obstante, hay algunos usos no 
standard que se han introducido para aumentar la claridad. No causa- 
rán problemas al lector que esté familiarizado con la materia, y preten- 
den ayudar al que no lo esté. Es un hecho desafortunado el que dife- 
rentes autores usen diferentes notaciones y simbolismos. Por esta ra- 
zón, y para facilitar las referencias, se ha incluido un glosario de sím- 
bolos. A lo largo de todo el texto, el simbolo > se emplea para indi- 
car la reasunción de la línea principal de exposición, después de haber 
sido rota ésta por una proposición, ejemplo, corolario o definición. 

Finalmente, hay cuatro deudas que deseo reconocer. Primeramente, 
mi deuda para con el libro de Mendelson (Introduction to Mathemati- 
cal Logic) será evidente para todos los que estén familiarizados con él. 
Como texto básico para lógicos tiene pocos rivales. En segundo lugar, 
este libro no hubiese sido posible sin el tiempo que puso a mi disposi- 
ción la Universidad de Stirling. En tercer lugar, y a un nivel más per- 
sonal, expreso mi mayor agradecimiento a Francis Bell por su concien- 
zuda lectura de un borrador del texto y por sus numerosas y valiosas 


son y May Abrahamson por su paciente labor de mecanografía del 
manuscrito. 


A. G. H. 


a _Ssugerencias. Y. por. último,-vaya-mi-sincero-agradecimiento-a-Irene-Wil-—————-, 


— ————Si-todos-los-huevos-no-son cuadrados,-entonces-todos-los 


Cálculo de enunciados 
- informal 


1.1 Enunciados y conectivas 


La lógica, o al menos la matemática lógica, consiste en deducciones. 
Vamos a examinar las reglas de deducción haciendo uso de la preci- 
sión que caracteriza al enfoque matemático. Al hacer esto, si queremos 
que haya precisión tenemos que hacer inequívoco nuestro lenguaje, y 
la manera matemática standard de lograr esto consiste en introducir 
un lenguaje simbólico en el que los simbolos tengan significados y usos 
enunciados con toda precisión. Ante todo, examinaremos un aspecto 
del lenguaje cotidiano, a saber, las conectivas (o conjunciones*; que es 
el término gramatical más común). . 

Cuando tratamos de analizar una frase en lenguaje castellano, ob- 
servamos primeramente si se trata de una frase simple o de una frase 
compuesta. Una frase simple consta de un sujeto: y un predicado (en el 
sentido gramatical). Por ejemplo: 


Napoleón ha muerto 


Juan le debe a Jaime doscientas pesetas 
Todos los huevos que no son cuadrados son redondos 


En cada caso, el sujeto se ha subrayado y la parte restante es el predi- 
cado. Una frase compuesta se forma a partir de frases simples por me- 
dio de conectivas. Por ejemplo: á 


Napoleón ha muerto y el mundo se regocija 


_ huevos son redondos E 
Si el barómetro desciende, entonces lloverá o nevará 


La palabra «conjunción» tiene para nosotros un significado más específico. Se defi- 
ne en la sección 1.2, y 
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Admitiremos como supuesto básico el que todas las frases simples 
que consideramos van a ser verdaderas o falsas. o podría 
argúirse que existen frases que no pueden considerarse ni a q E 
falsas, asi que emplearemos otro término diferente: Nos re e 
enunciados simples y compuestos, y nuestro supuesto será que 
los enunciados son verdaderos o falsos. 


Denotaremos los enunciados simples mediante letras mayúsculas A, 
B, C, ... Así, para simbolizar enunciados compuestos hemos de intro- 
> 


ducir símbolos para las conectivas. Las conectivas más comunes, y los | 


simbolos que emplearemos para denotarlas, se indican en la tabla que 
sigue 


no A| A 

Ay B| AMB 
AoB A 

si A entonces B — 
A si y sólo si Bl A+=>B 


Naturalmente, si se ha de definir con precisión el significado de lo 
simbolos, hemos de estar seguros de que conocemos con Pron el 
significado de las expresiones de la columna de la izquierda. Vo 
mos a esto en seguida. : 

Asi pues, los tres enunciados compuestos vistos más arriba pueden 
escribirse simbólicamente: 


AnAB 
C>D 
E->(F v G) 


(respectivamente), donde A simboliza «Napoleón ha muerto», B simbo- 
liza «el mundo se regocija», C simboliza «todos los huevos no son 
cuadrados», etc. 
Nótese que cuando un enunciado compuesto se simboliza de esta 
manera, lo que queda es el esqueleto lógico, una mera «forma enuncia- 


tiva» que puede ser común a varios enunciados diferentes. Esto E ao 
cisamente lo que nos permite analizar las deducciones, ya que la de- 
ducción tiene que ver con las «formas» de los enunciados de una argu- 


mentación, más bien que con sus significados. 


Ejemplo 1.1 


Si Sócrates es un hombre entonces Sócrates es mortal 


Sócrates es un hombre 
Sócrates es mortal 


ENUNCIADOS Y CONECTIVAS . 


Esta es una argumentación que se considera lógicamente-satisfactoria. ---- 
Pero consideremos la argumentación: 


Sócrates es un hombre 
Sócrates es mortal 


Puede pensarse que la conclusión se deduce de las premisas, pero esto 
es así a causa de los significados de las palabras «hombre» y «mortal», 
y no a causa de una deducción puramente lógica. Pongamos estas ar- 
gumentaciones en forma simbólica. 


A>sB Á 
Á AO 1 
B 


La «forma» de la primera es lo que la hace válida. Cualquier argu- 
mentación con la misma forma sería válida también. Esta es nuestra 
intuición lógica referente a enunciados del tipo si ... entonces ....No 
obstante, la segunda no comparte esta propiedad; hay muchas argu- 
mentaciones de esta forma que no consideraríamos válidas desde el 
punto de vista-intuitivo. Por ejemplo: 


La luna es amarilla 
La luna es de queso 


Estudiaremos, pues, formas enunciativas más bien que enunciados 
particulares. Las letras p, q, r... serán variables de enunciado que desig- 
nan enunciados simples arbitrarios no: especificados. Nótese la distin- 
ción entre los usos de las letras P, q, Y... y las letras A, B, C... Las 
primeras son variables que pueden ser sustituidas por enunciados sim- 
ples particulares. Las últimas son meras «etiquetas» que designan cier- 
tos enunciados simples particulares. Las variables nos permiten descri- 
bir en un plano general las propiedades que poseen los enunciados y 
las conectivas. Ahora bien, todo enunciado simple es verdadero o falso, 
así que puede imaginarse que una variable de enunciado dada toma 
uno u otro de entre los dos valores de verdad: V (verdadero) o F (fal- 
50). El modo en que la verdad o falsedad de un enunciado compuesto 
o forma enunciativa compuesta depende de los valores de verdad de 
los enunciados simples o variables de enunciado que lo constituyen es 
el tema de la sección siguiente. 


Ejercicios 


1 Tradúzcanse a forma simbólica los siguientes enunciados compuestos: . 
(a) Si la demanda ha permanecido constante y los precios han aumentado, 
entonces el volumen de transacciones tiene que “haber disminuido. 
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(b) Ganaremos las elecciones, suponiendo que a Ramirez se le elija como 
dirigente del partido. : 

(c) Si Ramirez no es elegido como dirigente del partido, entonces o Gonzá- 
lez o Hernández dejarán el gabinete ministerial, y perderemos las elec- 
ciones. 

(d) Si x es un número racional e y es un entero, entonces z no es real. 

(e) O bien el asesino ha abandonado el país, o alguien está encubriéndole. 

UN) Si el asesino no ha abandonado el país, entonces alguien está encu- 
briéndole. 

(9) La suma de dos números-es par si y sólo si los dos números son pares 
o los dos números son impares. ; 


(h) Si y es un entero entonces z no es real, supuesto que x sea un número 


racional. 
2 (a) Escójanse pares de enunciados de la lista del ejercicio 1 que tengan la 
misma forma. 


(b) Escójanse pares de enunciados de la lista del ejercicio 1 que tengan el 
mismo significado. 


1.2 Funciones de verdad y tablas de verdad 


Consideremos una por una las conectivas. 
Negación 


La negación de un enunciado A la escribimos como —A. Está claro 
que si Á es verdadero entonces 4 es falso, y si -A es falso entonces 
=Á es verdadero. El significado de A es irrelevante. Podemos describir 
la situación por medio de una tabla de verdad: 


p “Pp 
Vv F 
F Vv 
La tabla indica el valor de verdad de —p a partir del valor de verdad 
de p. La conectiva — da lugar a una función de verdad f”, que en este 


caso es una función del conjunto, (V, F) en sí mismo, definid 
tabla de verdad. Así pues: A eE 


F(M=F 


Conjunción 


Al igual que arriba, es fácil ver que el valor de- verdad tomado “por la 
conjunción A AB de dos enunciados A y B depende sólo del valor de 
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verdad tomado por A y.del valor de verdad tomado por _B. Se tiene la 
tabla: 


En la tabla tenemos una fila para cada una de las posibles combina- 
ciones de valores de verdad para p y q. La última columna da los 
correspondientes valores de verdad para pq. La conectiva a define, 
pues, una función de verdad f” de dos argumentos; 


Disyunción 


. Hemos empleado A vB para denotar «A o B», pero existen dos usos 
diferentes de la palabra «o» en castellano. «A o B» puede significar «A 

' o Bo ambos», o puede significar «A o B'pero no ambos». A fin de 
mantener la precisión de nuestro lenguaje simbólico hemos de elegir 
solamente uno de éstos como significado de nuestro símbolo v. Esco- 
gemos el primero. No hay ninguna razón. especial para hacerlo así; 
podríamos haber escogido igualmente el segundo. La: tabla de verdad 
queda entonces: 


La conectiva v define una función de verdad de dos argumentos, de la 
misma manera que a. 


——— pg rias 


Observación: Si A y B son enunciados simples, podemos simbolizar «A 
o B pero no ambos» poniendo 


» A OS 
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Análogamente, si hubiésemos usado «A o B pero no ambos» como 
definición del significado de nuestro símbolo de disyunción, podriamos 
haber expresado «A o B o ambos» usando la disyunción definida junto 
con A yo. 


Condicional 


A-=B pretende representar el enunciado «A implica B» o «si A enton- 
ces B», Ahora bien, en este caso el uso normal del castellano no es de 
tanta ayuda a la hora de construir una tabla de verdad, y la tabla que 


vamos a utilizar es por lo general fuente de dificultades para la intui- - 


ción. Es la siguiente: 


La dificultad radica en el valor de verdad V asignado a A>B en los 
casos en que Á es falso. La consideración de ejemplos de enunciados 
condicionales en los cuales el antecedente es falso quizá pudiera llevar- 
le a uno a la conclusión de que tales enunciados no poseen en absolu- 
to un valor de verdad. Podría recibirse además la impresión de que 
esta clase de enunciados ni son útiles ni tienen sentido. Por ejemplo, 
del enunciado: 


Si la hierba es roja entonces la luna es de queso 


podría muy bien decirse que no tiene sentido. 

No obstante, nosotros vamos a interesarnos por la deducción y los 
métodos de demostración, principalmente en matemáticas. En este con- 
texto, el significado de un enunciado condicional A—>B es que su vera- 
cidad permite inferir la veracidad de B a' partir de la veracidad de A, y 
no permite inferir nada en particular a partir de la falsedad de A. Un 
tipo muy corriente de enunciado matemático puede servir para ilustrar 
esto. Se trata de los enunciados universales, por ejemplo: 


Para todo entero h, si n>2 entonces n?>4 


_Esto se considera como un enunciado verdadero acerca de los ente- 
ros. Por lo tanto, cabe esperar que consideremos al enunciado 


Si n>2 entonces n?>4 


como verdadero, independientemente del valor que tome nh. Diferentes 
valores de n dan lugar a todas las posibles combinaciones de valores 
de verdad para «n>2» y «n?>d4», excepto la combinación VF. Toman- 
do n como 3, —3, 1 respectivamente, resultan las combinaciones VV, 
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FV, FF, y éstas son las combinaciones que, de acuerdo con nuestra 


tabla, dan a la implicación el valor de verdad V. La veracidad intuitiva * 
de la implicación que hemos considerado sirve pues en cierta medida 
de justificación a la tabla de verdad. El punto a recordar es que la 
única circunstancia en la que el enunciado A->B se considera falso es 
cuando A es verdadero y B es falso. ; 


Bicondicional 


Denotaremos «A si y sólo si B» por A+B. Aquí la situación es clara: 
A«>B deberá ser verdadero cuando A y B tengan el mismo valor de 
verdad (ambos verdaderos o ambos falsos) y sólo entonces. La tabla de 
verdad es entonces: 


Pp 

Vv 
V 
F 


Esto completa nuestra lista de conectivas. Es obvio que utilizando es- 
tas conectivas se pueden construir enunciados compuestos de cualquier 
longitud a partir de enunciados simples. Usando variables de enuncia- 
dos podemos construir formas enunciativas de cualquier longitud. 


Definición 1.2 


Una forma enunciativa es una expresión en la que intervienen variables 
de enunciado y conectivas, que pueda formarse utilizando las reglas: 
(i) Toda variable de enunciado es una forma enunciativa. 
(ii) Si .4 y Z son formas enunciativas, entonces (—.%), (al 3), 
IND), (IB) y (422) son formas enunciativas. 


Ejemplo 1.3 


(oa y>(=(g y r)) es una forma enunciativa. Por (i), p, q, r son for- 
mas enunciativás. Por (ii), (p q) y (q vr) son formas enunciativas. Por. 
(1), ((q vr)) es una forma enunciativa. Por (ii), ((p 1q)>(—(g v r))) es 
una forma enunciativa. 


> Esta definición es un ejemplo de definición inductiva. Establece un 
patrón que volverá a aparecer de nuevo cuando describamos en detalle 
los sistemas formales. 

Las conectivas determinan funciones de verdad simples. Usando las 
tablas de verdad de las conectivas, podemos construir una tabla de 
verdad para cualquier forma enunciativa dada. Nos referimos a una 
tabla que indique, para cualquier asignación dada de valores de ver- 
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dad a las variables de enunciado que aparezcan en la forma enunciati- 
va, el valor de verdad que tome ésta. Esta tabla de verdad es una re- 
presentación gráfica de una función de verdad. Así pues, toda forma 
enunciativa da lugar a una función de verdad, cuyo número de argu- 
mentos es igual al número de variables de enunciado distintas que 
aparezcan en la forma enunciativa. Ilustremos esto mediante algunos 
ejemplos. 


Ejemplo 1.4 
(a) (Cp) va). 


Primeramente se construye la tabla de verdad: 


(=p)  ((=p) va) 


SS 
mum] 


F 
F 
Vv 
4 


<= mo 


Obsérvese que la función de verdad correspondiente a esta forma 
enunciativa es la misma que la función de verdad determinada por 


(p=4). 
(b) (p=(4 vr)). 
Tabla de verdad: 


ro (avr) (p=(qvr) 


AD 
TA == mm a 
> de he E 
MURANO 
RARA 


La función de verdad tiene en este; caso tres argumentos, puesto 


——que-hay-tres-variables-de-enunciado:-Cada-fila-de-la-tabla-da-el-valor- ES 
.de la función de verdad para una combinación diferente de valores de 


verdad para las letras. Nótese que la tabla de verdad de cualquier for- 
ma enunciativa en la que intervengan tres variables de enunciado ten- 
drá ocho filas, y obsérvese el patrón según el cual se han escrito las 


“tres primeras columnas de la tabla. Esta manera de agrupar las Ys y 
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Fs bajo las letras p, q, r asegura que cada posible combinación aparez- 
ca una vez y sólo una. 


> En el caso general, a una forma enunciativa en la que intervengan 1 | 


variables de enunciado diferente (siendo n cualquier número natural) le 
corresponderá una función de verdad de n argumentos, y la tabla de 
verdad tendrá 2" filas, una para cada una de las posibles combinacio- 
nes de valores de verdad para las variables de enunciado. Nótese ade- 
más que existen 2” funciones de verdad distintas de n argumentos, que 
corresponden a las 2? maneras posibles de disponer las Vs y las Fs en 
la última columna de una tabla de verdad de 2” filas. Está claro que el 
número de formas enunciativas que se pueden construir utilizando n 
variables de enunciado es infinito, así que formas enunciativas distintas 
pueden corresponder a una misma función de verdad. 


Para investigar esto más a fondo necesitamos algunas definiciones. 
Definición 1.5 


(a) Una forma enunciativa es una tautología si toma el valor de 
verdad V bajo cada una de las posibles asignaciones de valores de ver- 
dad a las variables de enunciado que aparecen en ella. 


(b) Una forma enunciativa es una contradicción si' toma el valor 
de verdad .F' bajo cada una de las posibles asignaciones de valores de 
verdad a las variables de enunciado que aparecen en ella. 


> No toda forma enunciativa cae en una u otra de estas categorías. 


- De hecho, ninguna de las consideradas hasta” aquí-cae-en-ellas. 


Ejemplo 1.6 


(a) (p v(—p)) es una tautología. 

(b) (p a(—p)) es una contradicción. 

(0) (pe(-(—p))) es una tautología. 

() ((—p) >) (=p) >(4)>p) es una tautología. 
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Definición 1.7 


Si «£ y Y son formas enunciativas, diremos que .Y implica lógicamente 
a 2 si (4) es una tautología, y que .% es lógicamente equivalente a 
2 si (IG) es una tautología. 


Ejemplo 1.8. 


(a). (p aq) implica lógicamente a p. 
(b) ((p nq)) es lógicamente equivalente a ((“—p) v(—g)). 
(c) (—(p vg)) es lógicamente equivalente a ((—p) a(g)). 


Ad (a): Tabla de verdad de ((p 1q)>p): 


(Pp an q. = op) 
VOovV vivir 
VO OF FlIvVi|v 
FO OF VYVl|vlF 
FO OF  FElL|vVl|F 
Ad (b): 
o (p na q. e (-  p) vo (= q) 
FooV Y VvV]|V|F V F Fo Y 
V V F FI|IV|F y y y FF 
VOIF F V|vY|vV F y F Y 
VOF F FI|1V|V F vv F 


Aquí hemos introducido otra manera de escribir tablas de verdad. Pa- 
ra formas enunciativas complicadas es más fácil escribir la tabla de 
este modo. Se empieza escribiendo columnas de Vs y Fs debajo de las 
variables de enunciado en el mismo orden que ya conocemos de tablas 
anteriores, para asegurarnos de que cada combinación aparezca una 
sola vez. Esto se ha de hacer, por supuesto, de manera consistente a lo 
largo de todas las intervenciones de una misma variable. Seguidamen- 
te, se van insertando bajo las conectivas los valores de verdad de las 
diversas partes, hasta llegar a rellenar la columna correspondiente a la 
forma enunciativa completa. En los ejemplos de más arriba, dicha co- 
lumna está enmarcada por líneas verticales. 


Observación: Sean 4 y % formas enunciativas que contengan las mis- 
mas variables de enunciado. Si 4 y 4 son lógicamente equivalentes, 
entonces representan una misma función de verdad. Puesto que si 
(78) es una tautología, no toma nunca el valor F, de modo que 4 y 
£B han de tomar siempre el mismo valor de verdad. Asi pues, las fun- 


ciones de verdad correspondientes a 4 y 4 han de ser forzosamente 
iguales. 
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Ejercicios ' Sas: aia pilcscc De cdas oa A AA 
3 ¿Escribanse las tablas de verdad de las siguientes formas enunciativas: 

(a) (Dag): 

(0) ((p>49)-(-(4>p))): 

() .(p=(q>r)): 

(d)  ((pag)=r"; 

(e) ((pe(=g)) v q): 
0 ((p. 19) v (as); 
(Y) (Up ago) ar); 
(Mi (Pa) -(1>9>(P="))). 


4  Demuéstrese que la forma enunciativa ((“—p) v q) da lugar a la misma fun- 


ción de verdad que (p>4), y que ((p)=(q v+r)) da lugar a la misma fun- 
ción de verdad que ((g)=((=")>p)). . 


5 ¿Cuáles de entre las siguientes formas enunciativas son tautologías? 
6) de E )>4)) 
vi>((—+1)>q): 
(c) (o a( 4) v (lg a( er) v(r ap): 
(Y) ((p>(a=>)=((p 1(-9) vr). 


6 Demuéstrese que los siguientes pares de formas enunciativas son lógica- 
mente equivalentes. 


(a) (p=9), (-D)-(—p): 

(0) (pvgar, (par) v(q ar); 

()  ((p) a(—q)>("), (r>(q a p)): 
(d) (Pp) va"), ((p 1(9) v r). 


7 Demuéstrese que la forma enunciativa (D>D-(p>(“4)) no es una 
tautología. Encuéntrense formas enunciativas 4 y 2 tales que (((—4)>2) 
>(% —=(“—2))) sea una contradicción. 


1.3 Reglas de manipulación y sustitución 


Proposición 1.9 


Si 4 y (4>2) son tautologías, entonces 4 es una tautología. 
Demostración: Supongamos que 4 y («4—>) son tautologías y que Y 
no lo es. Entonces existe una asignación de valores de verdad a las 
variables de enunciado que aparecen en g o en 49, que da a Y el 
valor F. Pero esta asignación debe dar a 4 el valor Y, ya que sí es 
una tautología, y por tanto da a (+49) el valor F. Esto contradice la 
hipótesis de que (7 >) es una tautologíia. Así pues, 4 debe ser una 
tautología. 


> Consideremos la forma enunciativa (p-=>p). Es fácil demostrar que es 
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una tautología. Ahora bien, si sustituimos p por la forma enunciativa 
((r as)>t) en ambos lugares, obtenemos 


(7 as) >t)>((r 15)>1) 


que vuelve a ser una tautología. Intuitivamente, está claro que esto 
mismo ocurriría sea cual sea la forma enunciativa que sustituyésemos 
en el lugar de p, siempre que sustituyésemos en todas las intervencio- 
nes de p. (La forma enunciativa (p—((r As) =t)) obviamente no es tau- 
tología). Recogemos esta idea en una proposición. 


Proposición 1.10 


Sea £ una forma enunciativa en la que aparecen las variables de 
enunciado Py, Pz, .».> Pm Y Stan Ai, Az, ..., Y formas enunciativas 
cualesquiera. Si ./ es una tautología entonces la forma enunciativa %, 
obtenida a partir de .4 reemplazando cada intervención de p; por 4; 
(1 <i<n), es también una tautología. 


Demostración: Sea .«g una tautología y sean Py, P>, ..., Pn las variables 
de enunciado que aparecen en 4. Sean 4%, 42, ..., Ly formas enun- 
ciativas cualesquiera. Asignemos valores de verdad arbitrarios a las va- 
riables de enunciado que aparecen en 41, La, ..., Y q El valor de 
verdad que toma 4 es el mismo que habria tomado .4 si los valores 
tomados por Li, La, ..., Y, Se hubiesen asignado a Dj, Pz, +..> Pm 
respectivamente; es decir, Y. Así pues, 4 toma el valor V bajo cualquier 
asignación de valores de verdad; es decir, 4 es una tautología. 


> La proposición 1.10 es una de entre varias que nos iremos encon- 
trando, cuyas aplicaciones están muy extendidas y son muy a menudo 
inconscientes. Por ejemplo, la siguiente proposición es un resultado 
útil. 


Proposición 1.11 


Cualesquiera que sean las formas enunciativas 4 y 9, (“(% A%)) es 
lógicamente equivalente a ((4) v(8)) y (“(% v %)) es lógicamente 


_ equivalente a (2) M2)). 


Demostración: Vimos antes que 
(rap) v(—a) 


REGLAS-DE MANIPULACION Y SUSTITUCION 


Ejemplo 1.12 E 


Para formas enunciativas cualesquiera £, 8, €, (LI AMB a€)) es lógi- 
camente equivalente a ((% 1.28) ,8). (A causa de esto, se acostumbra a 
omitir los paréntesis interiores y escribir (4 18 a£).) 

Consideremos la forma enunciativa 


((p, a(D2 apa) (DP, 1P2) AP3)) 


Construyendo una tabla de verdad de la manera usual, puede demos- 
trarse que es una tautología. Aplicando ahora la proposición 1.10, sus- 
tituyendo 4, 4, € en el lugar de p,, P,, pa, se obtiene el resultado 


deseado. 
Ejemplo 1.13 


Para formas enunciativas cualesquiera 4, 2, €, los siguientes pares de 
formas enunciativas son lógicamente equivalentes. 


(Y) (IVBVE) y (AVBvE) 
(0) (FAB) y (Brsg) l 
(c) (ZFvB) y (Bv 2) 


Para verificarlo, se sigue el patrón del ejemplo anterior. 
> Consideremos ahora la forma enunciativa ((p ap)->9). (Pp np), que 


“aparece en ella, es lógicamente equivalente a p (ya que ((p ap)+=p) es 


una tautología). Reemplazando (p ap) por p, obtenemos (p=>4q). Ahora 
bien, (pq) es lógicamente equivalente a ((p a p)>q) (compruébese me- 


diante tabla de -verdad). De -nuevo-se trata de un-caso-particular-de---- 


una proposición general sobre sustitución. 


Proposición 1.14 


Si 4, es una forma enunciativa resultante de sustituir en la forma 


enunciativa 4, una o más intervenciones de la forma enunciativa 2 


por la forma enunciativa 4, y si 4G es lógicamente equivalente a 4%, 
entonces 4, es lógicamente equivalente a 4,.- 


Demostración: Supongamos que 4 es lógicamente equivalente a .Z y 
que %, y 4, son como se ha descrito. Queremos demostrar que 
(4%,>2,) es una tautología. Asignemos valores de verdad a todas las 


enunciativas cualesquiera é y 2, 


(Az r2)o( 2) v(2)) 


es también una tautología. Por tanto, (“(% a 8)) es lógicamente equi- 
valente a ((- 4) v(“2)). La otra parte se demuestra análogamente. 
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variables de enunciado_que intervienen. 42,-se diferencia-de-.4.,-tan-sólo--——-—— 


en que en algunos lugares 4 está donde antes estaba .4. Ei valor de 
verdad tomado por 4, tiene que ser el mismo que tome .4,, ya que 
4 y € tienen el mismo valor de verdad. Así pues, (4,+28,) toma el 


valor V. Se deduce que (4,9%) toma siempre el valor V ya que los 


valores de verdad asignados originalmente a las variables eran arbitra- 
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rios. Así pues, (4,8) es una tautología y 4, es lógicamente equi- 
valente a Z;. E 


>La proposición siguiente no es parte integrante del desarrollo, pero 
la incluimos aquí porque da una impresión de los métodos que utiliza- 
remos más adelante. Por esta razón trataremos con algún detalle la 
demostración. 


Proposición 1.15 


Llamemos forma enunciativa restringida a una forma enunciativa en la ' 


que solamente figuren las conectivas —, a y v. Sea % una forma 
enunciativa restringida, y supongamos que .4* se ha obtenido a partir 
de Y intercambiando ar y v y reemplazando cada variable de enun- 
A por su negación. Entonces .4* es lógicamente equivalente a 
(2). 


Demostración: La demostración procede por inducción sobre el número 
n de conectivas que aparecen en .42. Si logramos demostrar que, para 
cada número natural », toda forma enunciativa restringida .4 que ten- 
ga exactamente n conectivas satisface la proposición, está claro que ha- 
bremos demostrado todo lo necesario. 


Paso base: n=0 (<% no contiene conectivas). En este caso 4 consis- 
te simplemente en una variable de enunciado, p, por ejemplo. Asi, .4* 
es en este caso (—p), de modo que, trivialmente, .4* es lógicamente 
equivalente a (—.2). 


Paso de inducción: Supongamos que n>0, que .% tiene n conecti- 
vas, y que toda forma enunciativa con menos de a conectivas posee .la 
propiedad requerida. Debido a las tres maneras de construir formas 
enunciativas, hemos de considerar tres casos: a 


Caso l: 4 es de la forma (2). 
Caso 2: 4 es de la forma (2 v8). 
Caso 3: 4 es de la forma (8 16). 


Ad Caso 1: 4% tiene n—1 conectivas, asi que por hipótesis de in- 
ducción £* es lógicamente equivalente a (2). Pero .7* es (—G*), así 
que £* es lógicamente equivalente a (—(“B)), por ejemplo, a (“.4). 
Nótese que, casi inconscientemente, hemos usado aquí el resultado de 
la proposición 1.14. 


Ad Caso 2: 4% y € contienen cada una menos de n conectivas, así 
que 2* y €* son lógicamente equivalentes a (98) y (8), respectiva- 
mente. Ahora bien, 4* es (8* 1¿8*). Por la proposición 1.14 esto es 
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lógicamente equivalente a ((2) 1 8*),-y-de-nuevo por la misma pro: 
posición, esto es lógicamente equivalente a ((-8) (8). Ahora bien, 
hemos visto ya (proposición 1.11) que esto es equivalente a ((8 v 8)), 
es decir, (2). Asi pues, :4* es lógicamente equivalente a (3). 


Ad Caso 3: Como en el Caso 2, G* y €* son lógicamente equiva- 
lentes a (22) y (8), respectivamente. «2* es (8* vE*), que es lógica- 
mente equivalente a ((-2) v8*) y por tanto a (2) v(€)) y por 
tanto a (—(% a8)), es decir, a (4). Asi pues, .4* es lógicamente equi- 
valente a (—.2). 


Bajo la hipótesis de que toda forma enunciativa restringida con 
menos de n consecutivas posee la propiedad requerida, hemos demos- 
trado que toda forma enunciativa restringida con n conectivas posee la 
propiedad requerida. Asi pues, por el principio de inducción matemáti- 
ca, toda forma enunciativa restringida tiene la propiedad requerida. 


Corolario 1.16 

Si Pi, Pa, -.., P, son variables de enunciado, entonces 
(Pi) v(P2) v... v(P.)) 

es lógicamente equivalente a E 

((Py A... AP) 


Demostración: Este es un caso especial de la proposición 1.15, en el 
que es la forma enunciativa (p, APz a... AP). 


> Introduciendo una nueva notación con el fin de abreviar, podemos 
escribir este resultado poniendo 


(Y (-»0) es lógicamente equivalente a LA »,) 


i=1 


También podemos usar la proposición para demostrar el resultado 
«dual» del anterior, a saber 


(py) a(—p>) Aso. a(“P)) 


es lógicamente equivalente a 


((b, VP2V... V Pr), 
es decir, (A (70) es lógicamente equivalente a (( »,) 
i=1 592 i 
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Proposición 1.17 (leyes de De Morgan ) 
Sean Li, La, ..., Ln formas enunciativas cualesquiera. Entonces: 
() (Wi-. (4) es lógicamente equivalente a (“(A¿z1 4;) 
(ii) (AL (+ Z)) es lógicamente equivalente a (AV 1 2) 
Demostración: Usando los corolarios anteriores y la proposición 1.10. 


Ejercicios 


8 Demuéstrese que, para formas enunciativas cualesquiera 4, 2, 8, los si- 
guientes pares de formas enunciativas son lógicamente equivalentes. 


(a) (2 (Bv) y (% v 2) v €); 
(0) (7 N2) y (832); 

() (2v2) y (8 v 2); 

(d) 2 y (AU), 


9 Demuéstrese que, para formas enunciativas cualesquiera 4 y 2, las si- 


guientes formas enunciativas son tautologías. : 


() (La B)> 2) 
(5) ((% 1 2)>2) 


10 Demuéstrese, usando la proposición 1.14, que ((—((—p) v q)) v r) es lógica- 
mente equivalente a' ((p>q)=r). 

11 Demuéstrese, usando las proposiciones 1.14 y 1.17, que la forma enuncia- 
tiva ((“(p v(—q))>(q>")) es lógicamente equivalente a cada una de las 
siguientes. 

(a) ((4>p)>(4) v »)); 

(0) ((p) aq) ( (q a(=")): 
(o) ((((—g) vr) (4D): 

() (a>(p vr). 


1.4 Formas normales 


Sigamos considerando lo que hemos llamado formas enunciativas res- 
tringidas. Hemos observado antes que a partir de toda forma enuncia- 
tiva puede construirse una tabla de verdad. Vamos a demostrar ahora 
un resultado recíproco. 


FORMAS NORMALES 


Demostración: Supongamos que la función dada es de n argumentos 
Vamos a construir una forma enunciativa 42 a partir de las variables 
Di, Do, --».> Py: Observemos primeramente que si la función de verdad 
toma el valor F para toda combinación de valores de verdad, entonces 
corresponde a cualquier contradicción, y la forma “enunciativa 


(Pr ACP) AP25P3 + MPa) 
nos servirá. 


Supongamos ahora que la función de verdad toma el valor V por 
lo menos una vez. Nuestro método se basa en construir, para cada 
una de las 2” combinaciones de valores de verdad, una forma enuncia- 
tiva que sea verdadera para esa combinación y falsa para todas las 
demás combinaciones. Por ejemplo, si n=3, la forma enunciativa 
(Pp, A(P2) aA(>P3)) es verdadera solamente para la combinación VFF de 
valores de verdad para py, P,, pz respectivamente, y ((p,) aA(“P2) aD3) 
es verdadera solamente para la combinación FFV. Estas formas enun- 
ciativas especiales se llaman conjunciones básicas. Dada una asignación 
de valores de verdad a p;,, Pa, ..., P, ponemos p; en la conjunción si a 
p¡ se le asigna V, y ponemos (—p;) en la conjunción si a p, se le asigna 
F, para 1<i<n. Entonces, para la asignación de valores de verdad da- 
da, todos los miembros de la conjunción tienen el valor Y, y asi: la 
conjunción completa recibe el valor Y. De análoga manera, para cual. 
quier otra asignación de valores de verdad, al menos uno de los miem- 
bros de la conjunción recibirá el valor F, de modo que la conjunción 
total tomará el valor F. 


Para demostrar ahora nuestra proposición, considetfemos todas las 
combinaciones de n valores de verdad para las cuales nuestra función 
de verdad arroja el valor V. Sea .4 la disyunción de todas las conjun- 
ciones básicas obtenidas tomando estas combinaciones como los valo- 


Proposición 1.18 


Toda función de verdad es la función de verdad determinada por una 
" forma enunciativa tal que todas las conectivas que figuran en ella es- 
tán entre —, a y v (es decir, una forma enunciativa restringida). 
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pues, para cualquier asignación de valores de verdad, el valor de ver- 
dad de .4 es el dado por la función de verdad. : 


. Para entender mejor esta demostración conviene referirla a un 
ejemplo concreto. : ñ 
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Ejemplo 1.19 


Especifiquemos una función de verdad por medio de una tabla (se tra- 
ta de una función de tres argumentos). 


SS 
ma <= mm xo 
Tu m<m=mo 
<a mm mm ax 


inaci de valores de verdad para las que la función arroja 
RR WWF y FFF. Las conjunciones básicas correspon- 
dientes son: 
(Py AP2 AP3) 
(Pi aPa2 a(“P3)) 
(pi) ap) MP3) 


La forma enunciativa .4 construida en la demostración es 


(Pa AP2 0P3) v(D1 apa (=P) v(P1) MP2) MP3) 
Esta forma enunciativa corresponde a la función de verdad dada, y la 
tabla dada es su tabla de verdad. 


-Corolario 1.20 


Toda forma enunciativa que no sea contradicción es lógicamente equi- 
valente a una forma enunciativa restringida de la forma 


(V 210 A 5-10) 
siendo Q,; una variable de enunciado o la negación de una variable de 
enunciado. Esta forma se llama forma normal disyuntiva. 


Demostración: Dos formas enunciativas son lógicamente equivalentes si 
y sólo si corresponden a la misma función de verdad. Dada Eg a 
enunciativa «Y, obtenemos su tabla de verdad y la función de o eE 
que ésta define. Aplicamos entonces el método de la proposición 1. 
para obtener una forma enunciativa en la forma deseada, correspon- 
diente a dicha función de verdad. 


Corolario 1.21 


Toda forma enunciativa que no sea tautología es lógicamente equiva- 
lente a una forma enunciativa restringida de la forma 


CA GV 521 05) 
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siendo cada Q,; una variable de enunciado o la negación de una varia- 


ble de enunciado. Esta forma se llama Jorma normal conjuntiva. 
Demostración: Sea' e£ una forma enunciativa que no es tautología. En- 
tonces —/ no es contradicción y es lógicamente equivalente a una 
forma enunciativa ( V¿z1(Aj=1Q;)) en forma normal conjuntiva. 4 es 
pues lógicamente equivalente a (AV 21 (A G=1 Qi); y por las leyes de 
De Morgan, esto es lógicamente equivalente a (A. ,(V ¿j=1[Q;)). El 
resultado se deduce reemplazando en esta forma enunciativa cada ex- 
presión de la forma ((=q)) por q. 


Ejemplo 1.22 


Encuéntrese una forma normal conjuntiva lógicamente equivalente a 


((—p1) vp2)>p3) 
Construimos una forma normal conjuntiva lógicamente equivalente a 


= ((- py) v Pa) =>  p3) 
F|F Vv 14 V 14 V 
VIF V V vV EF F 
F|IF vV E F V V 
F|F vV E F V EF 
FIV EF V V v V 
VIV FE V v EF F 
FIV EF v EF V V 
VIV EFE vV EF F F 


Las combinaciones que dan-el valor V son VVF, FVF y FFF. Por lo 
tanto, una forma normal disyuntiva lógicamente equivalente es 


((P, ADz MP3) v((—p,) AP2 A(P3)) v 
((p1) MP2) a(“p3)) 


Así pues, la forma enunciativa dada es lógicamente equivalente a la 


negación de la anterior, la cual, por las leyes de De Morgan, es lógica- 


mente equivalente a 
((P1 AP A(“p3)) MAUTPL) Pz A Pa) a 
(py) (Pa) a(“ 3) 
ya 
((—p, v(—p)) v(“(=p3)) A(A(TPy) v(“p)) v((WDp3)) a 

(Ap) Ap) (Ap) 

ya 
(py) v(—P2) v p3) a(D1 V(P2) v p3) A(Pz VD vP3) 

que está en forma normal conjuntiva. : 
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Ejercicios 
12 Encuéntrense formas enunciativas en forma normal disyuntiva que sean ló- 
gicamente equivalentes a las siguientes: j 


(a) (pq); 

(5) (po 4) vr); 

(c) (paq) v(— ger): 

(d) (Ara D)>1); > 

(e) (P>4)31>35) 
13 Encuéntrense formas enunciativas en forma normal conjuntiva que sean 

lógicamente equivalentes a las siguientes: 

(a) ((p) v q)=r); 

(b) (pea); 

(o (p aq ar) v(p) a(=9) ar); 

(d)  ((p>4)>r)>s). 


1.5 Conjuntos adecuados de conectivas 


Definición 1.23 


Un conjunto adecuado de conectivas es un conjunto tal que toda fun- 
ción de verdad puede representarse por medio de una forma 'enunciati- 
va que contenga solamente conectivas del conjunto. 


t» Una de las consecuencias de la discusión precedente es que, 1,-v) 
es un conjunto adecuado de conectivas. Podemos utilizar este conjunto 
para encontrar otros. 


Proposición 1.24 


Los pares (=, aj, [, vj y (, >) son conjuntos adecuados de 
conectivas. 


de modo que toda forma enunciativa que contenga [(=, a, v) 


> 


_puede transformarse en una forma enunciativa que contenga solamen--———— 


te = y A. . 
_ En segundo lugar, podemos usar análogamente la equivalencia ló- 
ES (£ 128) y (UH) v(2))) para ver que (—, v) es ade- 
cuado. 


En tercer lugar, hemos de encontrar formas enunciativas lógica- 
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mente equivalentes a (4% 19) y (4% vG) en las que aparezcan solamen- 
te = y >. 


(4% 12) es logicamente equivalente á ((.%é 2) 
(Y vG) es lógicamente equivalente a ((—.4)>8). 


Estas equivalencias pueden usarse para transformar cualquier forma 
enunciativa en la que figuren (=, v, aj en una forma enunciativa 
lógicamente equivalente en la que figuren solamente — y —=. 


Ejemplo 1.25 


((—p1) vp»)>P3) es lógicamente equivalente a cada una de las formas 
enunciativas siguientes: 


(a) (((—D,) v P2) vP3) 
(0) (—((P1 MP2) MP3) 
(c) ((D, >P2)>P3) 


>. A partir de nuestras cinco conectivas hay tres modos de escoger un 
par adecuado. Ningún otro par es adecuado. Para convencernos de es- 
to, consideremos primeramente un par de conectivas distintas de —, y 
preguntémonos: ¿Puede expresarse una función de verdad que tome 
siempre el valor F mediante una forma enunciativa que use solamente 
ese par de conectivas? La respuesta .es forzosamente negativa, ya que 
dando a todas las variables de enunciado de una tal forma enunciativa ' 
el valor V la forma enunciativa total tomaría necesariamente el valor 
V. No hay modo de que la forma o una parte suya tome el valor F 


“bajo esta asignación” de valores” de-verdad. Ast-pues; ninguna forma 


enunciativa en la que sólo figuren las conectivas a, v, >, *> puede 
ser una contradicción. Por tanto, ningún subconjunto de este conjunto 
de conectivas puede ser adecuado. Se deja al lector la verificación de 
que [—, +) no es un conjunto adecuado. 


Existen otras conectivas; de hecho, cualquier tabla de verdad po- 
dría emplearse para definir una conectiva, pero su significado intuitivó 
sería menos claro. No obstante, hay dos que merecen mencionarse. 


CALCULO DE ENUNCIADOS INFORMAL 
“Nando +: 
Se denota |, y su tabla de verdad es la siguiente: 


Pq (pq) 
VOY F 
VOR: y 
FOIY y 
F OF. y 


La razón del interés de estas conectivas (que tiene Consecuencias en * 


el diseño y estudio de : ES 
siguiente: y computadoras) viene dada por la proposición 


Proposición 1.26 


Los conjuntos unitarj : 
vas, es y deci nitarios (1) y (]j son conjuntos adecuados de conecti. 


e ecir, toda función de verdad puede EXpresarse mediante 
Oorma enunciativa en la que sólo aparece | (respectivamente D. 


Demostración: Basta con que expresemos = y 7,0 bien = y v,en 
érminos de | y en términos de |, ya que sabemos que (=, ») y im, v) 
son conjuntos adecuados. En primer lugar, observemos que 


(=p) es lógicamente a (p | p, 


(P 1 q) es lógicamente equivalente a ((p | p) l(a 13). 
En segundo lugar, il 


(—p) es lógicamente equivalente a (p1p), 


! (p va) es lógicamente equivalente a (P1p)1(414)). 
La verificación tiene lugar del modo usual 
dad, y se deja como ejercicio, 03ua) construyendo tablas de ver- 
Ejemplo 1.27 


Encuéntrese una forma enunciati 5 
4 lativa 
equivalente a (p>4). en la que sólo figure l y que sea 


(P=3) es lógicamente equivalente a (AP a(-q) 
y con ello a 


(Ap 1 (q1q) 


4 


Andar 


A DA came, . 


A a 


AE 


a 


AA 
pr it 


AN 
AN 


AAA ras 
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y con ello a Sc AS 
(( | py 1 Eg 1 a) La 4 9y7) 
y cón ello a - 

(o lp) Lala) lala dp) Ea la) dla) 


Este ejemplo ilustra el precio que hay que pagar en términos de com- 
plicación y longitud si se desea usar una única conectiva. 


Ejercicios 
14  Encuéntrense formas enunciativas en las que sólo figuren las conectivas — 
Y V, que sean lógicamente equivalentes a las siguientes: 


(2) (p=(q=r)); 
(1) (paa) (=P ns): 
Cc)... (p+9). 


15  Encuéntrense formas enunciativas en las que sólo figuren las conectivas — 
Y “A, que sean lógicamente equivalentes a las siguientes: 


(a) (p=(9>r)); 
(0) (pva vr) a(—p) v(=9) v(=")); 
(c) (e (-q)or). 
16 - Encuéntrense formas enunciativas en las que sólo figuren las conectivas — 
y —, que sean lógicamente equivalentes a las siguientes: 
(a) ((p 19) v(r as): 
(b) (pog); 
(c) (pagar). 
17 (a) Demuéstrese que ( a, v] no es un conjunto adecuado de conecti- 
vas. 
(b) (Más difícil.) Demuéstrese que [, +) no es un conjunto adecua- 
do de conectivas. 
18 Encuéntrese una forma enunciativa en la que sólo figure la conectiva |, 
que sea lógicamente equivalente a (p=>9). . 
19 Demuéstrese que no existen conectivas binarias, aparte de | y |, que cons- 
tituyen por sí mismas un conjunto adecuado de conectivas. (Indicación: 
Considérese la tabla de verdad de cualquier conectiva asi.) 


1.6 Argumentaciones y validez 


Volvamos a la consideración de argumentaciones. Por él momento he- 
mos de restringirnos a argumentaciones cuyas premisas y conclusión 
sean enunciados, simples o compuestos, en el sentido definido al co- 
mienzo del capítulo. Vimos que lo importante era la «forma» de la 


argumentación, más bien que los significados de los enunciados que , 
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intervienen. Consideraremos, pues, formas argumentativas. En un ejem- 
plo previo nos encontramos con la forma argumentativa. 


- (p>3) 
p 


q 


En general, una forma argumentativa es una sucesión finita de formas 
enunciativas, de las cuales. la última se considera como la conclusión y 
las restantes como las premisas. 


Al tratar de decidir y definir qué es lo que constituye una forma 
argumentativa «válida», volvemos a tropezar con el mismo tipo de di- 
ficultad que ya tuvimos en relación con el símbolo de implicación. Al 
asignar valores de verdad a las variables de enunciado que aparecen 
en una forma argumentativa, podemos encontrárnos con que la con- 
clusión es falsa y una 'o más de las premisas son, asimismo, falsas. 
¿Justifican las premisas falsas una conclusión falsa? En cierto sentido, 
la pregunta es irrelevante, puesto que en el uso normal una argumen- 
tación se emplea solamente para demostrar que una cierta conclusión 
se deduce de premisas conocidas. Por lo tanto, todo lo que exigimos a 
una forma argumentativa válida es que, bajo cualquier asignación de 
valores de verdad a las variables de enunciado, si todas las premisas 
toman el valor V, la conclusión toma también el valor Y Equivalente- 
mente, podemos hacer la siguiente definición: 


Definición 1.28 
La forma argumentativa 
; Ay, Azar c.o, A ns SS 


es inválida si es posible asignar valores de verdad a las variables de 
enunciado que aparecen en ella, de tal manera que %,,..., Y, tomen 
el valor V y 2 tome el valor F. En otro caso, la forma argumentativa 
es válida. 

>Se nos presenta ahora el problema de comprobar si una forma argu- 
mentativa dada es o- no válida. Consideremos el .ejemplo sencillo: 
(P=>4), p; -. q. Construimos una tabla de verdad teniendo en cuenta todas 
las formas enunciativas que aparecen como premisas o conclusión. 


p q (p>9) 
v v V 
V .F F 
F Y V 
F EF v 
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Las dos premisas toman simultáneamente el valor V tan sólo en la pri- 
mera fila, y ocurre que la conclusión también toma el valor Ven esta 


fila. Así pues, la forma argumentativa no es inválida, es decir, es válida. 


Ejemplo 1.29 


Investiguemos la validez de la forma argumentativa: 
(p>9), (9)>r), r; -. p 
Construimos la tabla de verdad: 


lp > (q > rr p 
VOVVVErpyvyiu5vvYvoo 
VVUVEFVvqvovrFF V 
VEFVEFENvVvv5vy y 
VEFVEPFFF Y 
FVVE “vo yvqyo1rFoo 
FOVVEFVCVE EeoRoo. 
FVFVESVU MqMUVECOS 
FOVPFVEVoF F UF ) 


Las tres filas marcadas con flechas son aquellas en las que todas las 
premisas toman el valor V. No obstante, en las filas quinta y séptima 
la conclusión toma el valor F. Asi pues, la forma argumentativa es 
inválida. 
Por consiguiente, disponemos de un método para decidir la validez 
de una forma argumentativa, que nos dará la respuesta en cada caso. 
No obstante, si el número de variables de enunciado es grande, la ta- 
bla de verdad será engorrosa y poco práctica. En cualquier caso, para 
nuestros propósitos no necesitamos la tabla de verdad completa. Nues- 
tro método consiste en buscar una fila de un tipo particular, y esta 
búsqueda podemos llevarla a cabo de manera sistemática, en lugar de 
hacerla siguiendo el método de tanteo que supone construir la tabla 
completa. El procedimiento práctico se describe mejor en un ejemplo. 


Ejemplo 1.30 


Comprobemos la validez de la siguiente forma argumentativa. 


CAP) VD), (D1>(P3 APA), (Pa>P2); -. (Dz VD). 
Tratemos de asignar valores de verdad de manera que quede de- 


mostrada la invalidez de la forma argumentativa, es decir, de modo ' 


que las premisas se hagan verdaderas y la conclusión se haga falsa. 
Para que (pz vpa) tome el valor F, hemos de asignar F tanto a Pp, 
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como a p3. Seguidamente, para que (p¿—>p,) tome el valor Y, hemos de 
asignar F a py. Para que ((“p1) v pz) tome el valor V hemos de asignar 
F a p,. Comprobando ahora el valor de verdad de la otra premisa 
(P,>(P3 aPa)) bajo estas asignaciones, vemos que resulta V. Así pues 


Pi P2 P3 Pa 
F F F FE 


es una asignación de valores de verdad bajo el cual todas las premisas 


toman el valor V y la conclusión toma el valor F. Por consiguiente, la 


forma argumentativa es inválida. 


Nótese que si la forma argumentativa hubiese sido válida, hubiése- 


mos sido incapaces de asignar valores de verdad de la manera inicial- 
rente pretendida. 


Ejemplo 1.31 


Comprobemos la validez de la argumentación 


(P1>(02—>DP3)), Pa; -. (P1—>P3) 


.  Tratemos de asignar valores de verdad a efectos de demostrar la 
invalidez de la forma argumentativa. Para que (p,-—p3) tome el valor 
E. p, tiene que tomar el valor V y pj el valor F. Hemos de exigir tam- 
bién que p, valga V. Bajo esta asignación de valores de verdad, la otra 
premisa, (p, >(P2>D3)), toma el valor F. Así pues, es imposible asignar 
valores de verdad de modo que las premisas sean verdaderas y la con- 
clusión falsa, y la argumentación es válida. 


D> La siguiente proposición explicita la conexión entre argumentaciones. 
e implicaciones, ya mencionada brevemente más arriba. 


Proposición 1.32 


La forma argumentativa 
E A 

es válida si y sólo si la forma enunciativa 
(Asa... 3% 1) >44) 

es una tautología. 


Demostración: Supóngamos primeramente que Ki, ..., Lu. Í es 
una forma argumentativa válida y que ((%, 2... 14 ,)>52%) no es una 
tautología. Existe entonces una asignación de valores de verdad a las 
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variables de enunciado que intervengan, tal que (.%; a... a.%,). toma el 
valor V y .4 toma el valor F: Bajo esta asignación, cada ./, toma el 
valor V(1<i<n) y 4 toma el valor F. Esto contradice la validez de la 
forma argumentativa, por lo cual ((%, a... 1.4.) >2) tiene que ser 
una tautología. 


Supongamos ahora, a la inversa, que ((4, »... 4 ,)>/) es una 
tautología y que 4, ..., Kn; .. Y Mo es una forma argumentativa 
válida. Existe entonces una asignación de valores de verdad que hace 
tomar a cada .4¡(1<i<n) el valor V y a .4 el valor F, de modo que 
(Li a... 12 y) >) toma el valor F. Esto contradice la suposición de 
que esta forma enunciativa es una tautología, así que 4, ..., 4; 
. sí es una forma argumentativa válida. 


Corrcluyamos el capítulo con una observación referente al familiar 
método matemático de «demostración por contradicción» o reducción 
al absurdo, que incidentalmente acaba de utilizarse en la demostración 
anterior. 


Este tipo de demostración consiste en deducir una contradicción de 
la negación del enunciado que se quiere demostrar. El que este proce- 
dimiento es legítimo en el sentido de este capítulo, puede verse como 
sigue: Si tenemos una argumentación de la que se sabe que es un caso 
concreto de una forma argumentativa válida, y se sabe que su conclu- 


sión es falsa, entonces al menos una de las premisas debe ser falsa. Si . 


se sabe que todas las premisas son verdáderas excepto una (la que se 
ha supuesto), puede deducirse legítimamente que ésta que se ha supues- 
to es la falsa. 


Ejercicios 


20 Para cada una de las siguientes argumentaciones, escribase una forma ar- 
gumentativa que se corresponda con ella y determínese si es válida o in- 
válida. 


(a) Si la función f no es continua, entonces la función g no es diferencia- 
ble. g es diferenciable. Así pues, f no es continua. 


(b) Si Valdés ha instalado calefacción central, entonces ha vendido su co- 
che o ha pedido dinero prestado al banco. Por tanto, si Valdés no ha 
vendido su coche, entonces no ha instalado calefacción central. 


(c) Si hay petróleo en Poligonia, entonces o los expertos tienen razón o el 
gobierno está mintiendo. No hay petróleo en Poligonia, o si no los 
expertos se equivocan. Así pues, el gobierno no está mintiendo. 


(d) Si U es un subespacio de Y, entonces U es subconjunto de Y, U con- 
tiene al vector cero y U es cerrado. U es un subconjunto de Y y si U 
es cerrado, entonces U contiene al vector cero. Así pues, si U es cerra- 
do, entonces U es un subespacio de Y. 
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21 Supóngase que 41, La, ..., La; .. Les una forma argumentativa válida. 
Demuéstrese que Ki, La; .<1) Luis (4%, >) es también una forma 
argumentativa válida. 


22 Demuéstrese que lo siguiente es una forma argumentativa válida: 
p, (ol(qlr): -. 


2 
Cálculo de enunciados formal 


2.1 El sistema formal L 


Nuestro estudio de la lógica está animado, al menos en parte, por el 
“propósito de efectuar un análisis del proceso de deducción. En el pri- 
mer capitulo hemos visto -cómo-abstraer.la forma de los. enunciados y 
las argumentaciones con el'fin de ver más claramente las relaciones 
entre ellas y de dar una definición intuitiva de argumentación válida. 
No obstante, siguen en pie ciertas cuestiones. Por ejemplo, ¿podemos 
encontrar un procedimiento sencillo que nos permita construir una ar- 
gumentación paso a paso, sabiendo que cada paso es válido? ¿En qué 
podríamos basar un procedimiento de este tipo? No podemos deducir 
a partir de la nada, sino que hemos de hacer algunas suposiciones ini- 
ciales. Para investigar este tipo de problemas, vamos a introducir la 
idea de sistema deductivo formal. Esto es en esencia la continuación de 
nuestro proceso de abstracción, a lo largo del cual llegamos a hacer 
abstracta la noción de demostración. La palabra «formal» aparece-con 
frecuencia en libros de texto de lógica, sin que se dé explicación de 
ella. Se usa para referirse a una situación en la que se emplean símbo- 
los cuyo comportamiento y propiedades están completamente determi- 
nados por un conjunto dado de reglas. En un sistema formal los sím- 
bolos carecen de significado, y al manejarlos hemos de tener cuidado 
de no presuponer nada de sus propiedades, salvo lo que se especifique 
en el sistema. Este es el único modo de estar seguros de que todas las 
suposiciones que hagamos a lo largo de una demostración son explici- 


_ tas; y el hacer explícitas todas nuestras suposiciones es la única mane- 


EA: 


En este libro nos ocuparemos de dos sistemas formales particulares, 
pero a veces necesitaremos tratar otros que son modificaciones de es- 
tos dos, de modo que vamos a comenzar dando una definición general 
de lo que constituye un sistema formal. ada 
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Para especificar un sistema formal se requieren: 


1.. Un alfabeto de símbolos. 

2. Un conjunto de cadenas finitas de dichos símbolos, llamadas 
fórmulas bien formadas. Ha de imaginarse que éstas son las palabras y 
frases de nuestros lenguajes formales. 

3. Un conjunto de fórmulas bien formadas, llamadas axiomas. 

4. Un conjunto finito de «reglas de deducción», por ejemplo, re- 
glas que permiten deducir una fórmula bien formada, tal como .2, co- 
mo «consecuencia directa» de un conjunto finito de fórmulas bien for- 
madas, tales como 4,,..., Ly : ] 


Dadas estas cuatro cosas, pueden construirse deducciones (que pue- 
den o no estar relacionadas con la deducción lógica, en dependencia 
del sistema formal particular considerado) por medio de aplicaciones 
sucesivas de las reglas de deducción a partir de axiomas. Muy pronto 
precisaremos esto. 


Notación: De aquí en adelante abreviaremos «fórmula bien formada» 
poniendo «fbf». 


Definición 2.1 


. El sistema: formal L del cálculo de enunciados se define como sigue: 

1. Alfabeto de simbolos (infinito): 

=, + ( SN Pi, Da: Pa)» --.» 

2. Conjunto de fbfs. En lugar de especificarlo explicitamente da- 
mos una regla inductiva con tres partes (véase Definición 1.2): 

(1) p¡ es una fbf para todo ¡>1. 

(ii) Si 4 y 2 son Jbfs, entonces (—.4) y (228) son Jbfs. 

(iii) El conjunto de todas las /bfs es el generado por (i) e (ii). 

3. Axiomas. Hay infinitos axiomas, así que no podemos escribirlos 
todos. No obstante, podemos especificarlos por medio de tres esquemas 
de axiomas. Cualesquiera. que sean las Jbfs 4, %, €, las fbfs siguientes 
son axiomas de L: : ; 

(LD) (4AB=8).. 

(12) (AB) (2 >2B) > 4 >)))). 

(13) (AMAIA), 

Nótese que cada esquema de axioma tiene infinitas «realizaciones», se- 
gún %, £, € varian sobre todas las fbfs de L. 

4 Reglas de deducción. En L hay solamente una regla de deduc- 
ción, la regla modus ponens (abreviadamente, MP), que afirma: De Y y 


(42) se deduce como consecuencia directa 4, siendo .y y 2 Jbfs 
cualesquiera de L. 
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>El alfabeto y el conjunto de fbfs se han escogido de modo que refle- 
jen el desarrollo del capítulo anterior. Queremos que las /bfs represen- 
ten de alguna manera las formas enunciativas, así que la definición si- 
gue de cerca a la definición de forma enunciativa. Los símbolos a, v, 
«> no aparecen en el alfabeto de L, de modo que las expresiones en 
las que intervengan no son parte de L. No obstante, como ya hemos 
visto, [ —, >) es un conjunto adecuado de conectivas, de manera que 
toda función de verdad estará representada por alguna bf de L, y toda 
forma enunciativa será lógicamente equivalente a alguna fbf de L. 
(Téngase presente, sin embargo, que las nociones de forma enunciativa 
y equivalencia lógica pertenecen al capitulo 1 y no tienen lugar en el 
sistema formal L.) En L hemos limitado el número de conectivas a fin 
de hacer el sistema formal más sencillo y para poder escribir en poco 
espacio un conjunto de axiomas y reglas de deducción. Si hubiésemos 
incluido ,, por ejemplo, en el alfabeto de símbolos, tendríamos que 
haber incluido también axiomas y/o reglas de deducción para gobernar 
su comportamiento (y para hacer explicita su conexión con el símbolo 
>), ya que los símbolos de nuestro lenguaje no tienen propiedades 
prefijadas;, todas sus propiedades han de ser derivables a partir de la 
información contenida en la definición de L. 


La regla de deducción de L parece razonable desde el punto de 
vista intuitivo. Esta regla corresponde a una de las maneras standard 
de proceder en.una argumentación en lenguaje cotidiano. Los axiomas 
de L son la parte menos obvia del sistema. El lector hará bien en exa- 
minarlos de cerca, dándose cuenta de que si se consideran como for- 
mas enunciativas, son tautologías. Los axiomas han de estar presentes 
para proporcionar una base a partir de la cual deducir, y el conjunto 
que hemos escogido no es el único posible. Los esquemas 'de axiomas 
considerados más arriba resultan ser convenientes para las demostra- 
ciones de dos teoremas posteriores, el Teorema de Deducción y el Teo- 
rema de Adecuación. En el curso de la exposición se aclararán presu- 
miblemente las razones que han aconsejado la elección de axiomas. 


Debemos explicar ahora la naturaleza deductiva de L. 


Definición 2.2 


Una demostración en Les una sucesión finita de fbfs. 4,, ..., 4, tal 
que para todo i (1<i<n), o 4; es un axioma de L o 4, se deduce de 
dos miembros anteriores de la sucesión, digamos 4; y 4; (¡<i, k<i) 
como consecuencia directa, aplicando la regla de deducción MP. Una 
tal demostración diremos que es una demostración de 4, en L, y tam- 
bién que Y, es un teorema de L. 
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Observaciones 2.3 


(a) En la definición anterior, obsérvese que .4; y 4, deben ser 
necesariamente de las formas % y (B=>4;) O viceversa. : 

(b) Si %,,..., 4, es una demostración en Ly k<n, entonces 4, 
..., «Í, €s también una demostración en £L (evidentemente, satisface la 
definición), de modo que .4, es un teorema de L. 

(c) Los axiómas de Lson ciertamente teoremas de L. Sus demos- 
traciones en Lson sucesiories con un solo miembro. 


Ejemplo 2.4 
La siguiente sucesión finita es una demostración en L. 


(1) (p.>(P2>P1) (caso particular de (L1)) 
(2) ((p.>(02>P1)) (91 >P2)>(P,>P1)) . ñ (L2) 
(3) (01 >p2)>(P1—P1) (de (1), (2) mediante MP) 


Se deduce que ((p,>p2)>(p,—p,)) es un teorema de L. 


Una demostración en Les una demostración a partir de los axio- 
mas. Vamos a necesitar también el concepto más general de deducción 
a partir de un conjunto dado de fbfs, 


Definición 2.5 

Sea P un conjunto de fbfs de L(que pueden o no ser axiomas o 
teoremas de L). Una sucesión finita 4,, ..., sé, de fbfs de Les una 
deducción a partir de T' si para todo i (1<i<n) se verifica alguna de 
las condiciones siguientes: 


(a) .%; es un axioma de L, 

(b)-- «9; es miembro de T,-- Es s o 

-(c) 4, se deduce directamente de dos miembros anteriores de la 
sucesión mediante MP. 


Así pues, una dedución a partir de T' es justamente una «demostra- 
ción» en la cual los miembros de Í' se consideran temporalmente como 
axiomas. 


El último miembro, .%,, de una sucesión finita que sea una deduc- 
ción a partir de I', se dice que es deducible a partir de Y, o que es una 
consecuencia de I' en L£. 


Si una /bf 4% es el último miembro de alguna deducción a partir de 


- T, diremos que 4 es derivable a partir de l' y escribiremos P|+%. 


Nótese que todo teorema de Les deducible a partir del conjunto 
vacío de fbfs (una demostración en Les una deducción a partir de 4), 
de manera que si 4 es un teorema de E podemos escribir f|, .%, o 
. más sencillamente y para abreviar, |, .%. 
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Observación: Es importante recordar que. «|» no es un simbolo de * 
L, y que por lo tanto una expresión que lo contenga no puede ser 
parte de L. Por ejemplo, |, .%, lejos de ser parte de L, es un enunciado 
acerca de L, el enunciado que afirma que la fbf..4 es un teorema 
de L. ll 


Ejemplo 2.6 


Lo que sigue es una deducción de Lque demuestra. (4, (B>(4 >8))) 
|, (8B>8) siendo £, B, € fbfs cualesquiera de L. 


DD Z , hipótesis 
(2D) (BAS =>8)) hipótesis 
(3) (4 -=(B>=.%)) (L1) 
(4) (2>2) (1), (3) MP 
5) (248) >(8>4)>(8>)) (L2) 
(6) (B=>.2) (28) — (2), (5) MP 
(M) (B>€) (4), (6) MP 


> Este ejemplo y la observación que le precede sacan a la luz una dis- 
tinción que importa recalcar: Del mismo modo que |, .2 es un enun- 
ciado acerca de L, el resultado del ejemplo es un resultado general 
sobre L: 


Para fbf8 4, 8, € cualesquiera de £, 
(2, (BA 4 >), (8>€) 


Este resultado acerca de L ciertamente no €s parte de E. En nuestros 
procedimientos existen dos niveles, ya que estamos demostrando resul. 
tados acerca de demostraciones. Emplearemos.la palabra «teorema» 
tan sólo para referirnos a fbfs del sistema formal que posean demostra- 
ción en el sentido de la Definición 2.2. Para designar resultados, como 
el mencionado más arriba, acerca de sistemas formales, se usa a veces 
la palabra «metateorema». Los teoremas son ciertas fbfs, mientras que - 
los metateoremas se escriben en lenguaje matemático ordinario. Nues- 
tro uso de la palabra proposición tiene por objeto evitar confusiones. 
En general, nuestras proposiciones son metateoremas. 


Nótese también que las letras cursivas .4, 4, etc., que hemos veni- 
do usando no son parte de L. Las usamos por conveniencia, para re- 


presentar-a-fbfs-de-L-no-especificadas;-o cuando-hacemos-aseveraciones-—————- : 


generales sobre L£. 


Hemos construido el sistema formal Lcomo un sistema en el cual 
ciertas fbfs pueden demostrarse como teoremas. Naturalmente, nos in- 
teresa saber qué fbfs de L son teoremas. Ahora bien, el único método 
de que disponemos para demostrar que una fbf es un teorema es exhi- 
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bir una sucesión finita de fbfs que constituya una demostración. Esto 
puede resultar un asunto engorroso y los métodos a emplear en cada 
caso particular no siempre son obvios. 


Ejemplo 2.7 


Para fbfs cualesquiera 4 y BG de L 
() 1 (4>3) 
(0) | (-BB> 32). 


Escribiremos para cada caso una demostración en L. Para (a): 


0D (LAIA) II)A RARA) AA SA) (L2) 
O EI 0 

e —> AI => 1), (2) MP 
(0 (>) EAST z 


(5) (4x4) (3), (4) MP 
Para (b): 

(1) (Ba 4>-“B)) L1 

2) (-4>=B)AZB>34)) : ES) 


E) (Lo BAB2) A->B( 4 =D) 
(8 > ))) (L1) 
(4) (BA AB) AB => 4 ))) 
ES (Br > BABA) 2 (BA AA 2) 
BD = 4 ))) (22) 
(68) (BASA =>B)A ABAD 4H )) (4), (5) MP 
(1D (-BAB>34)) (1), (6) MP 


En lo anterior hemos sido menos estrictos que anteriormente en el 
uso de los paréntesis. Algunas de las expresiones empleadas en la de- 
mostración del caso (b) no son fbfs. Por ejemplo, (1) deberia ser 
(Bol 2) >(—2)). No obstante, seguiremos abreviando fbfs de 
esta manera. Las ventajas que se obtienen así son obvias, pero hemos 
de tener cuidado de no omitir tantos paréntesis que la expresión resul- 
tante sea ambigua. 


> Una manera de hacer menos ardua la demostración de teoremas es 
permitir en las demostraciones la inserción de fbfs para las que se ha 
obtenido previamente una demostración. Esto se corresponde con el 
procedimiento matemático standard de citar teoremas previamente de- 
mostrados. Otro modo consiste en hacer uso de ciertos metateoremas 
generales, algunos de los cuales tienen el efecto de reglas de inferencia 
adicionales. La principal herramienta: es el resultado siguiente. 
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Proposición 2.8 (El Teorema de Deducción) 


Si Pu(s) 2 entonces Fl, (44 >), siendo .L y 2 fofs de Ly T un 
conjunto de fbfs de L (eventualmente vacio). 


Demostración: La demostración es por inducción sobre el número de 
fofs de la sucesión que constituye la deducción de %2 a partir de 
Tu(.%). Para el paso base, supongamos que esta sucesión tenga un solo 
miembro. Este miembro debe ser la propia 4%, así que 42 es un axioma 
de Lo 4% es miembro de Pu(.4). - 


Caso 1: 4% es un axioma de L. Lo que sigue es una deducción de 
(4>2) a partir de I. 
1) Y 


(1 .: axioma de L 
Q) (B>(%B)) : (11) 
3) (4-82) (1), Q) MP 


Así pues, T'|(4=>3). 
Caso 2: 2 € YT. La siguiente deducción muestra que TL(%>8). 


(1) 2 . miembro de T 
(2) (B=(4%=2)) (11) 
(3) (4-2) * (1), (Q) MP. 


Caso 3: Y es 4. Hemos visto que |,(4—>.2), de manera que la 
demostración de (44) en Lservirá como deducción de (42 >.%) a 
partir de T. Por tanto, también en este caso tenemos 1” |; (49). Es- 
to completa el paso base. pS 


Supongamos ahora que la deducción de 4 a partir de Tu(x4) es 
una sucesión de n miembros, siendo n> 1, y que la proposición se veri- 
fica para todas las /bfs £ que pueden deducirse de l'U(4) vía una 
sucesión de menos de n miembros. Ahora hay cuatro casos a conside- 
rar. 


Caso 1: 2 es un axioma de L. Exactamente igual que en el Caso 1 
de antes, demostramos que '|,(4=>82). 

Caso 2: ZBeT. También en este caso, U'|,(4—>%) como en el. Caso 
2 de antes. 

Caso 3: Bes 4. Como en el Caso 3 anterior. 

Caso 4  Z se obtiene de dos fbfs anteriores de la demostración me- 


diante una aplicación de MP. Estas dos fbfs tendrán por 
fuerza las formas 8 y (8>%), y cada una de ellas puede 
ciertamente deducirse de Pu(2Zj mediante una sucesión de 
menos de 1 miembros. En cada caso, basta con omitir los 
miembros siguientes de la deducción original, y lo que que- 
da es la sucesión deseada (cf. Observación 2.3(b)). Tenemos 
Puig), € y Duí4j(€>28), y, aplicando la hipótesis de 
inducción, T (2426) y T (4 ->(6>2). 
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La deducción requerida de (.4>%) a partir de T puede construirse 
ahora como sigue: Ea 
(1) aa 
: deducción de (2¿>%8) a partir de T' 
(do (48). me 
(k+1) 
: deducción de (242) a partir de I 
0) (%4-(62) 
(141) (LA ED) (2% >) > 2% => 2D) (L2) 
(142) (48) >(4 8) (0), (+1) MP 
(043) (4>8) (), (142) MP 
P|,(4%=>2) en los cuatro casos. 
Así pues, por el principio de inducción matemática, la proposición se 


verifica cualquiera que sea el número de /bfs de la deducción de Z a 
partir de Pu(.4). 


Nota. No hemos usado ningún caso particular de (L3) en la demostra- 
ción de esta proposición. Esto tiene importantes consecuencias en el ' 
estudio de otros sistemas formales que tienen otros conjuntos de axio- 
mas diferentes. 


b>El recíproco del- Teorema de Deducción es fácil de demostrar. 


Proposición 2.9 
Si T |, (442) entonces T U (4) |, 8, siendo £ y B fbfs de Ly Tun 
conjunto (eventualmente vacio) de fbfs de L. : 


Demostración: Dada una deducción de (44) a partir de IP, deseamos 
construir una deducción de 42 a partir de PU (.%). 


(1) 
(k) (13 deducción de (4>8) a partir de > 
(k+2) ; (k), (k+1) MP 


>El uso del Teorema de Deducción se ilustra en la demostración del 
resultado siguiente, que puede utilizarse como nueva regla de deduc- 


r 


ción. 


A 


_ Proposición 2.11 
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Corolario 2.10 
Dadas jbfs 4, 2, € cualesquiera de L, 

(2-9), (88) (42%) 
Demostración: Escribamos la deducción. 


(1) (%-2) hipótesis 
(2) (8-8) hipótesis 
A hipótesis 
(4 2 (1), (3) MP 
(5) € (2), (4) MP 
Lo que hemos demostrado así es que ! 
(48), (B>8), 4) 1,6 (*) 
es decir, 


(AD), (80) AM 6 
De este modo tenemos, por el Teorema de Deducción 
(242), (B>8)) (42 >8) como se quería 


> Este resultado se aplicará varias veces en lo que sigue; nos referire- 
mos a él como regla del “silogismo hipotético”, y lo 'abreviaremos por 
SH. ] : 


Nota: Hay varias maneras de aplicar el Teorema de Deducción a (+) 
de más arriba. Puede deducirse también cualquiera de los resultados 
siguientes: 


(LID), ANNB00,, 
(8-9), A) (4 2) >6). 


Aplicando de nuevo el Teorema de Deducción al resultado del corola- 
rio obtenemos 


UI =2)) BE) +2 >€)) 
y por tanto 
(8) (86) (2 >8))). 


Dadas fbfs cualesquiera .4 y £ de L, los dos siguientes son teoremas 
de £. : : 


(1) (-BAB4)) 
(0) (“2>24>4). 
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Demostración: ((a) apareció en el ejemplo 2.7, pero lo incluimos aquí 
e ilustrar la simplificación resultante del uso de la nueva regla SH.) 
ay : 


(1) (“Bo 4>-=2)) (1) 
(2) (“Ze -8)AB>34) (13) 
(3)  (-BAB=>34)) (D, (2) SH 
A 

CAZA) hipótesis 
QQ) (adas Acad ad)> 4)) j (L1) 
3) (“Acidos ASS AS A 2 )) (L3) 
(A) (AAA) AR AA) (2) (3) SH 
O (aid lo ASAS A) > _ 

(do dead) > yA (12) 
(5) "(cds WA ASA ASA) (4),(5)M 
(DY) (“doc ad 4)) (1), (6)MP 
(8) (do Acad AAA A) AA, (L3) 
(9) (aLom>d (7),(8MP 
(10) (1), (9) MP 


Así pues, (4 =>34)|,%, ge 


Ad >2)>34), por el Teorema de Deducción. Estos regpl dos 
serán útiles más adelante. ES 


Ejercicios 
1 Escríbanse demostraciones en L para las siguientes /bf5. 
(a) (p1>PpJ>(P, >" p2)>(P2>P1)): 
(5) ((,>(P2>P3)>(P1 >P2)) (01 (02 >P3)) >(P1 >P3)): 
(c)  (Dipa(p1>p2))>(P1 >P2); 
(d) (p>(02>(P1>DP2)). : 
¿Que para Jbfs cualesquiera 4, 2, € de Lse verifica lo que 


) 
(a) (Dil 2): 
(0) (AL)! 3%: 
(0) (LB ABE) 2) tz (4-8); 
(d) (2-88), (848) 

3 Usando el Teorema de Deducción para L, demuéstrese que las siguientes 
Jbfs son teoremas de L, siendo 4 y 4 Jbfs, cualesquiera de L. 
(a) (aL ( (2); 

(b) (B> 2D 2) > 28); 
(c) ((A8)>24)>34 ): 
(d) (4 2) >(8> 32). 


4 Sea L el sistema deductivo formal que difiere de L tan sólo en que tiene el 
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esquema de axiomas (13) (4 >= GB) >(—4=>2B)>32). Demuéstrese que, 
dadas fbfs, cualesquiera «2 y Y de L (y con ello de A A 
y ra), | 


(1) [HA4>-8)>8= 2). 
Dedúzcase que una Jbf es un teorema de L si y sólo si es un teorema de L. 
5 La regla SH es un ejemplo de regla de deducción adicional legítima para L. 
¿Es la siguiente regla legítima en el mismo sentido? A partir de las fbfs 
y (2ZAB>€)), se deduce (L£ 8). 


2.2 El Teorema de Adecuación para L 


No es una tarea muy remuneradora el demostrar que ciertas fbfs de L 
particulares son teoremas de L, como hemos hecho en la proposi- 
ción 2.11. Como muestra la parte (b), a veces es difícil el saber cómo proce- 
der, y el producto final puede ser muy complejo y distar mucho de ser 
una demostración intuitiva. No obstante, este aspecto de Eno debe 
inquietarnos. La razón para definir L ha sido ante todo el intento de 
construir un sistema formal que refleje (por analogía) nuestras ideas 
intuitivas de deducción, validez y verdad, tratando de paso de apren- 
der algo acerca de estas ideas. 

El capítulo 1 nos ha proporcionado una noción de “verdad lógica”, 
el concepto de tautología. Parece razonable esperar que estas verdades 
lógicas se correspondan con los teoremas de L, y tratar de construir L 
según esta finalidad. El resto de este capítulo -se dedica a. demostrar 
que Lposee esta propiedad. Este procedimiento nos proporcionará una 
cierta comprensión de la naturaleza y propiedades de los sistemas for- 
males en general, que será útil en capítulos posteriores. 


Pese a que los símbolos de Lse consideran como puramente forma- 
les, L se ha definido de tal manera que pudimos interpretar las fbfs de L 
como formas enunciativas, estando representada cada función de ver- 
dad por alguna fbf. Así pues, aunque no podamos hablar de asignar 
valores de verdad a los símbolos de Lde la misma manera que en el 
capítulo 1, podemos definir un procedimiento análogo. 


Definición 2.12 
Una valoración de Les una función v cuyo dominio es el conjunto de 
Jofs de L y cuyo rango es el conjunto £V, F), tal que para Jbfs cuales- 
quiera 4, B de L, 

1) (A) 40) 

(ii) v2—>2)=F si y sólo si (4) =V y (8) =F 
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] E O 
Nótese que una “asignación” arbitraria de "valores de verdad” a los sím- a más premisas de las que partir, de modo que, en general, podriamos ms 
bolos Pi, Pa, -.. de Lconducirá a una valoración, ya que cada fbfs. de ES esperar que fuese posible demostrar más teoremas. Todas las fbfs que Co 
Ltomará (como forma enunciativa) exactamente uno de los dos valores E fuesen teoremas previamente segurían siéndolo, pero quizás algunas Es 
de verdad bajo una tal asignación. (i) e (ii) se satisfarán trivialmente. SN Jofs que no eran teoremas antes se convertirían en teoremas. De he- ssl 
5 E cho, aparecerán nuevos teoremas si y sólo si el nuevo conjunto de O 
ición 2.13 z axiomas contiene al menos una fbf que no fuese previamente un teore- del 
Definición 2. ; z, a , eS 

: : ma. (El lector podrá encontrar fácilmente una demostración de ésto.) Acto 

Una Jbf de L es una tautología si para toda valoración v, UL) =V. Esto : ] de 
equivale a considerar .2 como forma enunciativa y aplicar la defini- 3 206 E 
ción ya conocida. : A E Definición 2.15 ¡0% 
> Demostraremos que una Jbf de Les un teorema de Lsi y sólo si es A Una extensión de Les un sistema formal obtenido alterando o am- ES 
una tautología. Ya estamos en condiciones de demostrar la implicación pliando el conjunto de axiomas de manera que todos los teoremas de De 
en un sentido. Ñ L sigan siendo teoremas (habiéndose introducido eventualmente teore- de 
_ mas nuevos). ( A 

Proposición 2.14 (El Teorema de Corrección ) a No hace falta más que consultar alguno de los muchos textos de E 
: 5 lógica para comprobar que es posible reemplazar nuestros esquemas QU 
Todo teorema de Les una tautología. : > de axiomas (L1), (L2) y (L3) por otros, de tal manera que la clase de los ca 
e E : teoremas no varie. Por ejemplo, (véase el Ejercicio 2.4), (L3) puede ) 
Demostración: Sea 4 un teorema de L. La demostración es por induc- reemplazarse por el esquema: : 2 
ción sobre el número de fbfs de Lmiembros de una sucesión finita que N ES 
constituya una demostración de Y en L. (A) de 
4 Para el Noa base, supongamos que la demostración de .4 consta sin alterar la clase de los teoremas. pe 
e una sola fbf, la propia .2. Entonces .4 tiene que ser un axioma de 5 : , 16 L sin ' 
. , 1 E ene PS 

L. Todos los axiomas de L son tautologías. Esto se comprueba constru- a Mad dr pl o SUS toral Sea extennion de o tenes PEN 
yendo tablas de verdad, y se deja como ejercicio al lector. : - a A 

- Supongamos ahora que la demostración de .4 contiene n fbf3, sien- : >> Si a q elo Eon GH no CTO e e 
do n>1, y supongamos como hipótesis de inducción que todos los : Es panas An ñ y ys 05 a Ser de ue PE ción Ano Sd 
teoremas de L'que” poseen demostraciones de menos de n pasos son E od ) fuesen teoremas. Es evidente que una. situ A 
tautologías. O bien ./ es un axioma, en cuyo caso «Y es una tautología, o 4 ES O) 
sé se deduce mediante MP de dos fbfs anteriores en la demostración. Dos . 
Estas dos fbfs deberán tener las formas % y (B>4). Pero 2 y y Definición 2.16 . $ 
(B=>.s%) son teoremas de L cuyas demostraciones son sucesiones de pa 
menos de n fbfs (la demostración de 4 truncada apropiadamente). Así Una extensión de Les consistente si no existe ninguna fbf .4 de Ltal CA 
pues, 4 y (B—>.4%) son tautologías por hipótesis de inducción, y de este que tanto .4 como (“.Y/) sean teoremas de la extensión. y Ó 
modo, por la Proposición 1.9, .4 es una tautología. Naturalmente, esta definición sería irrelevante si el propio Lno fue- + 


Así pues, por el principio de inducción matemática, todo teorema se consistente. e 
de Les una tautología. 


a o WEA a rr o Y a FA nr mn A 5 5 A A A A o Cf 
> Para demostrar el resultado recíproco, necesitamos dos nuevas ideas: Proposición .2.17 E 
extensiones de L y consistencia, E 

qe L Meno, tres esquemas de axiomas, que son los puntos de partida Les consistente. LS Pate ESA Os 
para las demostraciones de teoremas. ¿Qué ocurriría si añadiésemos 2 L : : 0 
otro esquema de axiomas, o simplemente otro axioma? Tendríamos Demostración: Supongamos que Lno fuese consistente, por ejemplo que SN 


existiese una fbf. 4 tal que |¿% y |, (2). Entonces, por la proposi- Ñ 
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ción 2.14 (Teorema de Corrección), tanto «4 como (4) serían tauto- 
logías. Esto es imposible, ya que si (“—.%) es una tautología, entonces 
Y es una contradicción. Por lo tanto, Les consistente. 


Proposición 2.18 


Una extensión E* de Les consistente si y sólo si existe una fbf que no 
es teorema de J[*, : 


Demostración: Sea I* consistente. Entonces para toda fbf.44, o bien A 
o bien (“.%) no es teorema (ambas no pueden ser teoremas). 
Recíprocamente, supongamos que 1* no es consistente. Demostre- 
mos que no hay fbfs que no sean teoremas de I*, es decir, que toda 
fbf es teorema de E. Sea .4 cualquier fbf. E* no es consistente, así que 


tr 2 y (8) para ciertas fbfs 2. Ahora bien, | (“BAB>34)),' 


por Proposición 2.11. Así, 7 (“8(B>34)) pues L* es extensión de 
L Aplicando dos veces MP, obtenemos ahora tr 4%. Así pues, toda fbf 
es teorema de £*, como se quería. 


Han de recalcarse dos aspectos de esta proposición. A saber: 

(a) En una extensión inconsistente de L, toda fbf es un teorema. 
Siempre que hagamos uso de extensiones de L debemos tener cuidado 
con la consistencia, ya que el valor de un sistema en el que todas las 
Jbfs son teoremas es tan insignificante como el de un sistema en el que 
ninguna fbf es teorema. 

(b) La condición suficiente de consistencia dada por la proposición 
es sorprendentemente débil: Que exista una sola fbf que no sea teore- 
ma. Esto es sorprendente, porque en cualquier sistema consistente ha- 
brá ciertamente muchas fbfs que no son teoremas: Por ejemplo, las 
negaciones de todos los teoremas son no-teoremas. 


Pasemos ahora a una proposición que parece insignificante y pura- 
mente técnica, pero que usaremos vez tras vez en las demostraciones 
de resultados posteriores. Describe una circunstancia en la que puede 
obtenerse una extensión consistente. 


Proposición 2.19 


Sea E" una extensión de Ly sea 4 una fbf de Lque no sea teorema 
de EF, Entonces E** es también consistente, siendo L'* la extensión de 
L obtenida añadiendo (“./) como nuevo axioma a E. 


Demostración: Sea «4 una fbf. de Lque no es teorema de [*. Suponga- 
mos que E** es inconsistente. Entonces, para alguna fbf B, «8 y 


ip= (4). Ahora bien, del mismo modo que en la demostración de la Pro- 
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posición 2.18, se deduce que |,,.2. Pero L**.tan sólo se diferencia de 
Í* en que tiene a (2) como axioma adicional, asi que |,ywsé es equi- 
valente a (—4)|%. (Una demostración en L** es justamente una de- 
ducción a partir de (—.%) en E*). Así pues, |, ((—.4) >4), por el Teo- 
rema de Deducción. Pero L(((—.2)>.4%)>.4), por la proposición 2.11, 
de modo que (2) >2)->2). 

Con MP obtenemos ahora 


hoz 


Pero esto contradice la hipótesis de que «Y no es teorema de E". Asi 
pues, Í* tiene que ser consistente. 


> Obviamente, existe en alguna parte un límite a las fbfg$ que pueden 
incluirse comio axiomas adicionales en una extensión de L, mantenien- 
do la consistencia. La siguiente proposición tiene por objeto alcanzar 
este límite, pero describamos primero la situación en una definición. 


Definición 2.20 


Una extensión de Les completa si para toda fbf 4% 0 4 O (4) es 
teorema de la extensión. 


Observaciones: (a) L dista mucho de ser completa. Por ejemplo, p, es 
una fbf. de L, y ni p, ni (—p,) son teoremas de L. 

(b) Toda extensión, inconsistente de Les obviamente completa, por 
la Proposición 2.18. E 

(c) Si 1 es una extensión consistente y completa de L, entonces 
cualquier otra extensión de Len la cual la clase de los teorema extien- 
da a la clase de los teoremas de E es inconsistente. En efecto, supon- 
gamos que .Z no es teorema de E. Entonces (“.4) es teorema de l£. 
Así pues, si 4 es un teorema de otra extensión, también lo es (-.2), 
de modo que esta otra extensión no puede ser consistente. 


Proposición 2.21 


Sea E" una extensión consistente de L. Entonces existe una extensión 
consistente y completa de [. 

(Nótese que aquí hemos generalizado nuestra terminología. Una ex- 
tensión de £* se obtiene alterando o ampliando el conjunto de axio- 
mas de [* de manera que el conjunto de teoremas aumente. Véase la 
Definición 2,15.) 


Demostración: Sea Lo, 4,, 4), ... una enumeración de todas las fbfs 
de L. Esta puede haberse construido de varias maneras —se aconseja 
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“al lector que intente encontrar un método para producir una lista de' 


este tipo. (Al hacerlo, será útil el estar familiarizado con construcciones 
referentes a conjuntos infinitos numerables).* Construyamos una su- 
cesión Jo, J,, da, -. ... de extensiones de L* como sigue. 
Sea 

J =1E* 
Si ¡ 
ly Lo, sea J,=Jp 


Si no 1% o añádase ES 24) como nuevo axioma para obtener J, a 
partir de Jo. 


En general, dado n>1, y para construir Y, a partir de J,._,: Si 


EA 1, Entonces Y, = es w y sino EA nv sea J, la extensión de 
qe , Obtenida añadiendo (—.%,.,) colo nuevo axioma. 


I* es consistente, es decir, J¿ es consistente, por hipótesis. Dado 


.n>1, si J,_, es consistente, entonces J, es consistente, por la Proposi-- 


ción 2.19. Así pues, por inducción, todo J,(n>0) es consistente. Defi- 
namos ahora Y como aquella extensión de L* que tiene como axiomas 
a aquellas fbfs que son axiomas de al menos uno de los J,,. 


Demostraremos que Y es consistente. Supongamos lo ORIÓN En- 
tonces existe una fbf. e tal que |, 4 y (4). Ahora bien, las demos- 
traciones de 4 y (“.42) en J son sucesiones finitas de fbfs, de modo 
que cada demostración solamente puede contener casos particulares de 
un"número finito de'axiomas de J. Así pues, debe existir unn sufi- 
cientemente grande como para que todos estos axiomas utilizados 
sean axiomas de J,. Se deduce que. hi7 4% y E (92). Esto con- 
tradice la consistencia de J,, con lo” que J débe ser consistente. 


Queda por demostrar que J es completo. Sea .4 una fbf. de L. Y 
debe aparecer en la lista Zo, 4;, La, ..., digamos que 4 €s dy. Si 


E Y lp £ntonces |,.% ,, puesto que J es una extensión de J,. Si no tl 2 lo 


entonces de acuerdo con la construcción de J,, y, (Y) es un axioma 
de J,.,,, con lo que re E sí ,). Esto implica que (34 y). Así, en 
todo caso tenemos sé o (32), con lo que J es completo. 


- Proposición 2.22 


Si E" es una extensión consistente de L, entonces existe una valoración 


en la cual todo teorema de LF toma el valor Y. 
! Véase el Apéndice. 
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EL TEOREMA DE ADECUACION PARA L 
Demostración: Definamos v sobre fbfs de L poniendo: 
de ue)=V si 4%, 


u(eL)=F si (4), 

siendo Y una extensión consistente y completa de 1*, como la dada en 
la demostración de la Proposición 2.21. Nótese que v está definida so- 
bre todas las fbfs, por ser J completa. Ahora bien, v(4) 40.4) para 
toda fbf. X, ya que J es consistente, y queda por demostrar que 
ve da F si y sólo si v(«f)=V y U(B)= F. Supongamos primero que 
v(%)=V, v(B)=F y v(4>9%)=V. Entonces |y3%, (2) y l[L 2). 
Se deduce que |,4, por MP, en contradicción con la consistencia de J. 
Recíprocamente, supongamos que v(2>%)=F y o bien |(“.2) o 
bien |,42. Ahora bien 


ea 28> 2) 


LB 42) 
de modo que, por MP 
[Bo 349) 0 (4 =D). 
Pero [((-8B> 4) (4 —=2)), luego en cualquiera de los dos casos te- 
nemos |,(4 =>), en contradicción con la consistencia de J. Asi pues, 


ve >g)= F implica v(%)=V y v(8)=F, con lo que v es una valóra- 
ción. 


Sea ahora 2 un teorema de [*. Entonces |,/, pues J es una exten- * 


sión de £*. Con ello, v(.4)=V. 


> Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado que deseá- 
bamos. 


Proposición 2.23 (El Teorema de Adecuación para L) 


Si Y es una edo de L Ed sé es una a tautología, Eos Ls 


sí no es un teorema de L Entonces-la extensión 5A obtenida añadien- 


do (“./) como nuevo axioma, es consistente, por la Proposición 2.19.. 


Asi. pues, existe.una valoración v que da a todo teorema de-£* el. valor-.-- 


Y. En particular; v(.4)=V. Pero v(—.2)=V, ya que Y es una tautolo- 
gía, y llegamos a una contradición. Luego sé es un teorema de L. 
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